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SEMISISTEMAS EN ESPACIOS DE HILBERT
por
F . CASTILLO
y
E . LLORENS
La teoría de sistemas dinámicos discretos ha resultado útil
para el estudio axiomático, así como para demostrar la conver-
gencia en algunos casos, de los algoritmos de optimizaci6n de
funciones e incluso de funcionales si se pide a estos condicio
nes fuertes de regularidad .
En el presente trabajo se define un semisistema dinámico dis
creto sin unicidad sobre un espacio de Hilbert en el que se su-
ponen ambas topologías, la fuerte deducida de la norma y la dé
bil . Con ello se aborda el estudio de algoritmos de optimizaci6n
de
	
funcionales cuando sus extremos se alcanzan en puntos que
son límite débil de la sucesión definida por el algoritmo .
1 . . PRELIMINARES
Sea H un espacio real dé Hilbert, separable, cuyo pro-
ducto interno denotaremos por ( ./ .) .La norma y distancia induci
das se simbolizarán respectivamente con 11 11 y d( ., .) .
La topología débil de H, Q(HH),
	
será designada por ~,
y los conceptos a ella relativos,se distiüguirán con los prefi
jos o "débil" indistintamente .
En lo que sigue F(H) es el conjunto de las partes no
vacías Q-compactas de H .
En F(H) se define, dados A,B EF(H) :
p(A,B)= sup (d(x,B))
xfA
1 .1 .- Teorema
B (A,9) = 0 (~ AC3
B (r~,ú) C E ñ C -r a,E )
En general B (A,3) A B (3, :1)
B (A,0) < B (A, C)+ B (C,B)
para cualesquiera A,B,C EF(H) .
La demostración es trivial .
1 .2 .- Teorema
;ea A E F (H) . 3 (A,r)= {B E F(H) : B (3A) < r }
~ B
Si sé define UJ = { S B
(A,r) : A eF(11) r >0 }
dicha familia constituye una base de una topología sobre F(Fl),
que satisface el primer axioma de numerabilidad, para la cual di
cho espacio tonolbgico es no T1 .
La comprobación es inmediata .
1 .3 .- Teorema
Sea
	
{An } C F(H) tal que An -~--~	 FF(H) .
Sea y e A para n= 1,2, . . .n n
Existe entonces una subsucesi6n {y } de {y } quen3 n
~- converge a un punto y cA .
La demostracihn estenteramente análoga a la del teorema
0 .4 de ( 3 ),
v
0 .4,- Proposición
Sean {x
n
} {y } sucesiones en H tales quen
verificando para cada n= 1,2, . . . . 11 xn - yn11 6a
(;vedará:
Entonces se tiene que II Y - x
Prueba :
Como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwartz
se verifica para cada entero positivo i :
1(yi/a) - (xi/a)F1(yi-xi/a)W11yi-xillllal¡ eegall ü a c H .
Por tanto,
lim I((Yi/a)-(xi/a))I :cllall ==> I(Y/a)-(x/a)Is cllall
lo cual se cun-)le -para cada vector a E H . Tomando
a= y - x
1 (Y-x/a)) =~(Y-x / y -
x
11 y - x 11
1 .3 Proposición
Sean S E F(H), S[B, e] = {x E H : d(x,9) Fc}
Entonces 3 [9, E] F-F( :i) .
Prueba
)1= 11y - x11FE9a11- E
lea {xn}CS[6,ej .
Co^n S [B ¬j es acotado, al ser H reflexivo ; es débil-
mente relativamente secuencialnonte compacto, aor lo que la su-
cesión dada admite una subsucesibn {xnp } débilmente conveMente
a un punto
	
xe H .
Como para cada p, xn
P
- e S[ B , s] se tiene que
d(xnp ,0)= an
P
1<e
Al ser B débilmente compacto y el conjunto {xn
P
} ce-
rrado convexo (-3ara cada p), puede afirmarse, como consecuencia
del enunciado 26.2 .8 . de (~) que existe yn e e, tal que
~ 1	P
d( 2, xn)
P ynP
- xnp,1~ a a
P
6 e4
La sucesi6n { yn } está contenida en B, débilmentep
compacto ; por lo que admite una subsucesi8n, (puede suponerse ella
misma) que converge débilmente a un punto ye0 . Como xn w°-9 x
se verifican las hip6tesis de la propisición anterior, por la que
Ily-x11 . E
y de aquí que xe S [B, e] probándose así que S[B,e] es débilmente
secuencialmente compacto .
Al ser H, obviamente un espacio de Frechet, se sigue
la conclusión del teorema como consecuencia de (2 ) 24 .3 .9 .
2 .- Q- ;E:~I5I3T_r°~~ JI.'A ; :ICOS :USCRETOS
2 .1 .- JEFINICICN
5e denomina
	
Q-semisistema dinámico discr -2ta sin
unicidad sobre H, a la terna (H,I+ ,r ), donde
r:HxIt -) F(H) verifica :
' 2 .1 .1 .- r (x,0)={ x }
I
2 .1 .2 .- . r ( r(x,k),h)= r (x,k4h) 1i k,hc I+ Yxc H
2 .1 .3 .- r : H ---~ F(H), 7T (x)= T¡(x,k), es
a-S - contínua para cada k entero no negativo .
En la que sigue se supone dado un a -semisistema din_á
mico discreto (H,I+ ,r ) sobre H .
2 .2 .- Definición
La aplicación X : J --~ H es una solución del
a -semisistema dinámica discreto, a través :de x cH si verifica :
2 .2 .1 .- I+ C J
2. .2 .2_.- X(O)= x
2 .2 .3 .- X(j) E TI (x (k),j-k) Vj,k e I+ j> k .
2.3 .- Teorema
Sea y c u(x,k), k cI+ . _ntances existe en I+ una so-
lución x por x tal que x (k)= y .
Es su prueba idéntica a la del Teorema 1 .1 .1 de (3 ) .
2 .4 .- Definición
Los conjuntos
son llamados semitonos de trayectorias , positivo y negativo res
nectivamente, a través de x cH .
_1 cono de trayectorias a través de x,será
T(-)= T+(x) U T-(x) .
2 .5 .- Definición
3i {x }= T(x), x es ilamrtdo 'unto crítico .
T + (x)= L- .J X (I+ ) T (x)=U X (I-1J)
X (0)=x x(0)=x
2 .6 .- Definición
Un conjunto
	
M C H se dice :
2 .6.1 .- Positivemente invariante, si Tá(m.)= F1 .
2.6.2 .- Negativamente invariante, si T~(H-M) .H-h1 .
26.3 .- Débilmente positivar:iente invariante si para todo
ounto ye *', existe una solución X a través de y, tal r~uex (I-&)Cm .
2 .6.4.- Débilmente negativamente invariante si nara todo
punto yE ;:;,existe una solución X , tal qye X (J0I ) C
2 .7 .- Teorema
Condición necesaria y suficiente para que el conjunto MC_H
sea débilmente positivamente invariante es que para todo x ELi,
71(x,1)(1 M A ~
Prueba
Sea x0£ , arbitrario . n (x
0
,1) n M ~ ¢ , norlo '-ue existe
xl E n(xo ,l), con xl en .'.~, de donde Ti (xl ,l) () L: .1 m ,oor lo c'ue
existe x? en 11, x2 E n(xo ,2) . Reiterando el razonamiento construi
mos una sucesión{ x,} con x
i
En (x
1
,
_ 1 ' 1) contenida en .i
f 1X X i
es, obviajente, la soluck6n busc da .11 resto de la prueba es trivial
2 .8 .1 Definición
Se llama conjunto norma-limite positivo de la trayectoria
recorrido de la solución X , al
L¢( X )_ { y E H : existe una sucesión { k}cl,kñ e° . X(kn) -+ y }
2 .9 .- Definición
Se llama conjunto a -limite oositivo de la trayectoria
recorrido de la solución X , al
a
L¢ (X )_ {y E H : existe una sucési6n {k }c^->+- X (k ) -+ y}a n n n
2 .10 . - Observación
Se tendrá que L4(X) C: La (X) .a
En adelante se emplearé indistintamente el símbolo 'X' ,
cara hacer referencia a una so'_uei6n o a su corresnandiente reto
rrido o trayectoria .
2 .11 .- _)efinici6n
3e considera la aplicación
	
a + :H ----~ 2H definida como sigue :
si existe un ; : soluci")n X Dor x, tal que L (X)=0
X +(x)= ~ l ) L+ ( X) en caso contrario
X (O)=x
Para cada elemento x E: H, a+( x) se denomina conjunto dormá-limite no
sitivo de x .
2.12 .- Definición
Se considera la aplicación X + :H --~ 2H definida como sigue :a
Prueba
+ ~ si .existe una solución Xoór x,tal que L+ (X)=O
a( )=
~
X~-rJ LQ (X) en caso contraríe
Para cada elemento x de H,aa(x) se denomina conjunto a-limite
oositivm de x,
2 .13 .- Observación
3e tiene que X+(x) C a a+(x) para cada xe H .
2 .13 .- Teorema
L+ (X) es m-)rma-cerrado y débilmente positivamente invariante .
Prueba
,;e encuen"ro en (4 ) Th .3 .3 .
2.14 Teorema
Si X es solución por x&H tal que T' (x) E F(F), entonces LQ(X)i F(H) .
L~(X) + porque ti(¡» es una sucesión en T * (x), que admitirá
alguna subsucesi5n convergente . Sea {yn }
una sucesión en
Existen sucesiones de enteros no negativos, {k
n ; tales que
p
(X), yn -E3 Y .
nX(kp) P yn	n=1,2, . . . . Ccmo T'(x) es acotado, su topología relativa
a la débil de H puede definirse por una métrica d* ( ., .) . Podemos entonces
suponer que las sucesiones {X(kp» verifican : d¢(X(kP),yn))~ p y
k
n <kn-1,
Es facil ver ahora que X(kr ) ~y, por lo que L'.()X) es débil-n n-1" n
mente secuencialmente cerrado . La conclusión se sigue ahora de (2),24 .1.7 . .
Sea V C H .
Sea 1 : V --~ R
es una funci6n'de Lianunov nara el a -semisiste-
ma dinámico discreto dado, si y ,6lo si
2 .15 .1 .-
	
1 es débilmente secuéncialmente continua .
2 .15 .2 . - (D(x)3 (D(X (1)) pata toda solución x tal
que X (1) E V, x(D)=x E V .
2 .16 .- Teorema
Sea ~> una función de Liaounov para el a -semisis-
tema dinámico discreta dado, definida en un conjunto V G H, débil
mente secuencialmente cerrado .
Entonces, si X es cualquier solución de trayecto-
ria contenida en V, y tal ue
está definida y es constante sohre LQ (x ) .
Prueba
,se verifica que
Sean y,z elementos de L+ (x ), tales que ~D (y) «(z) .a
Pueden encontrarse dos sucesiones{ k'} {h } conn n
kn
~*W h
n
++- tales que X(k
n
) z X (hn )
-a---~ y "
robas sucesiones nuoden ser tomadas de modo que
hn < kn	n=1,2, . . . por lo que para cada n se tiene
« X (kn )) < D (X (hn))
de donde lim ID ( X(kn)) < lim p( X(hn)) . De 2 .15.1
se obtiene que 5(z) 6 D(y), lo cual es contradictorio .
;\1 estar la trayectoria de X contenida en V y éste
ser débimente secuencialmente cerrado, se tendrá que si x EL4(x)
es un punto de acumulación dk,:il de V, y por lo tanto, xE V, lo
que completa 1 ; demostración .
solución
2 .17 .- Teorema
Lr(X) es débilmente positivamente invariante, para cada
X
Prueba
Sea
	
y s LQ(X)
a
tal que X (k ) i y .n
Por definición existe una sucesión {k} C I , k -~+ mn n
¡Entonces, X(kn
4. 1 X (kn
Co,~o n i(x)= T1(x,l) es a - S-continua, y X(kn ) y, se
tendrá que ,r( X(k ),1)
S
4y,1) , y como consecuencia deln
teorema 1 .3 . existe una subsucesi6n {k
r
+ 1 } de{ k + 1} tal que
n n
n
Como k*`+ 1 ----~ + m , z c L+ (X) .
Luego, para todo y eLG(X], se cumple que n(y,1)nL~(X)At
lo que en virtud de 2 .7 completa la demostración .
2 .18 .- Definición
Sea Me F(H) .
2 .18 .1 .- Se dice que M es norma-estable si dado cualquier
norma-entorno U de M, existe un norma entorno V de M, positivamente
inveriante, contenido en U .
2 .18 .2 .- Se dice que es a-estable si dedo cualquier
a-entorno U de ; ., existe un a -entorno V de M, positivamente invatian
te, contenido en U .
2 .19 .- Definición
Sea 1,1e F(H) .
2 .19 .1 .- Se dice que M es norma-atrector débil cuando
existe un norma-entorno U de M, tal que para todo x cU,se,verifica :
i) X G(x)A ~ ii) ?, Jx)C mí
2 .19 .2 .- Se dice que M es a -atractor débil cuando exis-
te un a-entorno U de M, tal que para todo x cU se verifica :
i) X
a
" X,)~ o ii) Xjx)C f.l~
2 .20,- Definición
Sea IME: F(H) .
2 .20 .1 .- Se dice que M es norma asint6ticamente estable
si es norma-estable y norma-atractor débil .
2 .20 .2.- Se dice que M es a-asint6ticamente estable si
es a -estable y a-atractor débil .
2 .20 .3.- Se dice que M es globalmente asint6ticamente
estable (en norma), si es norma-asint6ticamente estable y Vxe H
se verifica
i)
	
aaMA m ii) a a(x) C M
2 .2D .4 .- Se dice que M es o-globalmente asint6ticamen-
te estable si es a-estable, y ilxE H se verifica :
i) a a(x)A o ii) a a(x) CM .
2 .21 Teorema
Sean M c F(H) , y
	
V e H .
Si 1 :V -----~ R es una función de Liapunov para
el a-senisistema dinámico dado, verificando :
1) V es positivamente invariante .
2) 'D(x)=G rJxdM, ID( x) > 0 Mx c V-M .
3) 31 >e V-M, para toda solución X por x, I(X(1» <D(x) .
4) Para todo norma-entorno U, de M, U C V, existe S ER,
~' 0, tal que 0 (x) :B x e V-U y
entonces tá es norma-asintóticamente estable .
Prueba
al M es_norma-estable
Sea U un norma-entorno de M . Tomamos a> 0, tal que
S [M,a3 CU . S k,-] -F(H) por 1 .5 .
Sea m= inf {w(x) } . Por (4), m' 0 .
x cV-S[ m, aj
Tomando K={ x ES [Ma ; : 4(x) e/ m/2 } se ve que es débil
mente compacto, entorno de M, y positivamente invariante, pues
si xcK y X es una solución por x, ,1 ser V oositiva . iente inverian
te está definido ¢(X(1)), y por (3) se tiene que ID(X(1» <m(x)ím/2
de donde X (1)cK .
b) M es norma-a§ractor débil
joa xcK .3i X es cualquier solución conX (0)=x,entonces
{X(i)} es una sucesión de elementos de K y al ser éste débilmente
compacto adiite una subsucesi6n débilmente . convergente a un punto
ye K,por lo que para dicha solución L (X) £ , y por tanto
a
WxF K, X a(x) .
3i yea+4x)-hi , existe una solución X por x, tal que
ye L+(X)-M . Coma L+(X) es débilmente positivamente invariante,exisa a -
te una solución c por y, tal que c(1) cL (X) .:=ntincos por ( :3),a
se cumplegque ID (
~(1))
< 0 (y), lo cual es absurdo pues Des
constante sobre LQ(X) .
P:)r tanto aa(x)C M, 4>e¿ K, lo que completa la prueba .
Si
	
M tF(H), y V C.H, sea $ :V---> R una función
de Liapunov para el c -semidistame dinámico discreto dado, verifi -
cando:
tor débil .
2,22, : TEOREMA
2.22.1 . : V es norma entorno de M .
2 ..22 .2 . . : V es positivamente invariante .
2 .22 .3 . : Vt F(H)
2 .22.4 . : Para cada solución X por x e V-M,
1(%x (1)}< o(x) .
Entonces M es norma atractor débil .
Demostración:
Si x E V y X es una solución por x, entonces lX(i)fiLI`>
es una sucesión en V, y podamos puponer, por 2 .22 .3 que
Por lo tanto L.. (X) , y como X es arbitraria a+(x)40 .
Los restantes detalles son idénticos a los de la demostra-
ci6n del teorema anterior , y por tanto se omiten .
2-23-: COROLARIO
Con iguales hipótesis y notaciones que en el teorema ante
rior, supongamos que <b tiene un único mínimo en x e V .
Entonces, si {x o } = M verifica 2 .22 .4 ., es norma atrac-
3,_
	
a _yt ; I3I3Tc ;:l.\ DINA : .'ICO JIJCRETO GENEi11D0 PUR UPIA
,APLICACION DE H EN F(F1O_S CONTINUA
Sea f( .,1) :H
Definimos f: HxI+ :---~ F(H)
3 .1 .- Teorema
f está bien definida .
'rueba
.Basta probar que si K es un conjunto débilmente compacto corr-
f(y,l) , también lo es .tenido en H,Ir1=
y EK
Sea {x
n
}CM . Por construccihn ruede obtenerse otra sucesión
corres ,ondiente, {yn} C K , tal que xn E f (yn* l) .
Al ser K débilmente secuencialmente compacto, existe'en K una
subsucesión de y ,{ y - } c:ébil^ente convergente a un punto ye .: .
Por ser f a-S-contínua, f(y- ,l) ---~-~ f(y,l), y como
n
xñ Ef(y* ,l) -, por el tcore!na 1 .3 -:xiste una su'3suced6n { xn l
que
norma-converge, y por Lento es débil : -lente convergente, a un punto
x E f(Y, l) ; como VE K, x E: fw y,1) , can lo cual se prueba que ;gis
débilmente secuencialmente compacto, y de aquí (Cfr . (2) 24 .3 .3 .),
que es débilmente compacto.
3 .2 .- Teorema
3 .3 .- Teorema
f(x,k+h)= f(f(x,k),h), V :e H, u h,k eI+
Prueba
Es idéntica a la del teorema 11 .2 .2 .
F(H) , f (x)= f(;<,Ic) es a-S -secuenc:iril iente
c
fk :H
contínua para cada k E I+ .
Prueba
`i(3 hará t)or inducción sobre k .
El teorema es cierto,-jor definición, ,iar .:
cierto rara k-1 .
F(H) una aplicación 0-1 -continua .
f(x,0)= {x}
f(x,k) yef(~x,k )f(Y,1)
de (3) .
k=1 . iupoMái.ioslo
Sea {x } una sucesión débilmente convergente a xcH .
n
Suoangamos que en tal caso
	
f(xn ,k) - --~ f(x,k) .
Ello quiere decir que existe p> 0, y una sucesión
de forma que 1 (f(xni,k), f(x,k» >,p . Tomando znic f(xni ,k)
de modo que d(zni ,f(x,k» 3 p, -)uede obtenerse una sucesión
existe una subsucesi6n {y" } de {yni} tal
que norma-converge a
ni
un punto y ef(x,k-1), de donde
f(yni ol) L) f(y,1)
sobre H .
3 .4 .- Corolario
{yni } con ynief(xni ,k-1), de suerte que zni Ef(yni ,l) .
Como xni Q~ . x , por hipBtesis de inducción deberá
cumplirse que f(x
ni
,k-1) 6 ) f(x,k-1), y por el teorema 1 .3
y como z` ef(yñ,,l) aplicando nuevamente el teorema 1 .3 se tieneni i
que existe z cf(y,l) que es el norma-limite de una subsucesi6n{z`}
dé z~ } .
i
Como yef(x,k-1), f(y,l) C f(f(x,k-1),1) = f(x,k), lue-
"r
go zE f(x,k), con lo que d(z,zn )%i p
lo que contradice al he
cho de que {z'O } norma-converge a z .i
En las condiciones del teorema anterior, fk es continua
para cada k'F_ I¢ .
3 .5 .- Corolario
(H,I¢,f) constituye un a.-semisistema dinámico discreto
3 .6 .- Ejemplo
Sea B= {v, ,vz ,v3 , . . .,vj }
vectores de H, 6 A (0} .
Definimos
	
f( . , 1) : H ---~ F(H) , de modo que
f(x,l)= {(x/vi )vi , i= 1, . . .,j}
Sea xn eh1 una sucesión débilmente convergente a xEH.
Por definición se tiene entonces que dado J>0, existe n(J)E I+ , tal
que para todo vector wE H , I(xn/w)-(x/w)J < f/max /Ivill , n >, n(1) .
Entonces, para todo n> n(f),
R( f(xn,l),f(x,l))= max {d(y, f(x,l))} o
= max { min {l1y - (x/vi)vif) 6 max 111y - (x%vi)wi11 (i=l . . .
YEf(xn ,l) Y£f(xn ,l)
_ ExnIvp)va- (x/vp)vpIl - Kxnx/vJ Ilvp1i <
i
iwpll<
max /wII
Luego, f( .,1) es o-- p -continua y como consecuencia,
(H,I+ ,f) un v-semisistema dinámica discreta sobre H.
En particular, si 0 es ortanormal, y k E I+ , k>0,
{0} L f(x,l)= f(x,k), si j> 1 .
Si 0 fuera ortogonal y se tuviera además que Ilvill,= ñi<1,
es fácil ver que, para j >1, f(x,k)= {0} U {x
2i(k-1)
(x/vi)vi, i=1 . . .j}
nor la que si xi es una solución por x tal que X i(k)=
~2(k-1)
lx/vi)vi
(k>0),entances L
+
(Xi)= 1 0 1-
3 .7 .- Ejemplo
Sea H= 1- , y len ) su base ortanormal canónica .
Definimos f( .,1) : H ) F(H), f(x,l)= S [0,1] .
_sta wilicaci6n es, trivialmente ir- p -continua, aor lo que (H,I
+
,f)
cs un c-semisistema dinámico discreto so`,re H .
3i x£H, quede definirse X(0)=x , -Z(k)=ek k¿I+ . .
X es una solución del seinisistema que verifica :
YEf(xn ,l)
un conjunto finito de
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